Вопросы по курсу «Дискретная математика».
1. Множества. Отношения. Функции
1. Множества (конечные и бесконечные).

Понятие множества нельзя определить через более общие понятия, так как таких понятий в математике нет. Понятие множества является настолько общим, что для него невозможно дать формальное определение. Интуитивно, под множеством понимается совокупность  различных объектов, объединенных по какому-то одному или нескольким признаков. Объекты, составляющие множество, называются элементами.  Тот факт, что объект x принадлежит множеству A, передается записью x

A ( читается - “элемент x принадлежит множеству A”)..  Если  x не является элементом A, то пишут x

A.  Элементы множеств обычно обозначаются строчными латинскими буквами x, y, a, b, c ;  множества часто обозначают прописными латинскими буквами A, B, C, X, Y.

Если множество содержит конечное число элементов, то говорят, что оно конечно, в противном случае  множество называется бесконечным. Число элементов конечного множества A называется мощностью  множества A и обозначается  |A|.  В  дальнейшем мы будем различать общий (текущий) элемент x множества A, т.е. произвольный элемент, характеризующийся единственным свойством “принадлежать множеству A”, и конкретные элементы a, b, c каждый из которых отличен от других. Множество A, состоящее из элементов a,b,c,... записывается A={a,b,c,...}.
Подмножества.

Понятие подмножества возникает тогда, когда необходимо рассматривать некоторое множество не самостоятельно, а как часть другого, более широкого множества. 

Множество B называется подмножеством  множества A, если всякий элемент множества B является элементом множества  A. Запись B

A ( не исключает, что B=A). 

Определённое ранее пустое множество по определению является подмножеством любого множества.

По определению пустое множество является конечным.

По определению множество является подмножеством самого себя,  A

A.

Таким образом, у каждого множества (кроме пустого) есть по крайней мере два подмножества - само множество и пустое.

Важным понятием является понятие подмножества. Понятие подмножества всегда применяется к паре множеств.

Определение
Говорят, что множество А является подмножеством множества В (пишут А 
[image: image1.png]



Теорема
Для того, чтобы множество А являлось подмножеством множества В, необходимо и достаточно, чтобы A\B = Ø.

Множество всех подмножеств множества А обозначают 2A. Ясно, что Ø [image: image2.png]


2A и А [image: image3.png]


2A. Они называются несобственными подмножествами множества А. Остальные подмножества (если они есть) называются собственными.
Пример
Пусть А = {1,2,3}. Ясно, что 2A = {Ø, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.
Операции над мно​жествами и их свойства.

Алгебраическими операциями называют такие, при выполнении которых результирующее множество либо пусто, либо состоит из элементов, из которых состоят и множества, подвергающиеся операциям.

Кардинальными операциями называют такие операции, при выполнении которых появляются новые элементы.

Основными алгебраическими операциями над множествами являются следующие:

- пересечение множеств,

- объединение множеств.

-разность множеств.

Пусть А и В - произвольные множества. Их пересечением называется множество 

А
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Объединением множеств А и В называется множество 

А

В={x|x

A или x

B}. 

Разностью множеств А и В называется множество А\В={x|x

A, но x

 B}.

Используя понятие универса, можно ввести еще две операции над множествами - дополнение и симметрическую разность множеств. 

Дополнением множества А (до универса J) называется множество 

=J\A, т.е. 

={x| x

J, но x

A}.

Симметрической разностью множеств А и В называется множество 

А

В=(A\B) 

(B\A).

Если А
[image: image5.wmf]I

В=

, то говорят, что множества А и В не пересекаются.

Геометрическое изображение.

Определение
Дополнением ко множеству А относительно универсального множества I называется множество, обозначаемое Ā, определяемое [image: image6.png]
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Свойства разности и дополнения:
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Определение
Объединением множеств А и В называется множество, обозначаемое А [image: image9.png]


В, определяемое [image: image10.png]Payp (x) = Pal(x) vPg(x)
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Свойства объединения множеств:
1.[image: image12.png]



2.[image: image13.png]



3.[image: image14.png]AlB=BUA




4.[image: image15.png]AlUlBUC)={AUBJUC=AUBUC.




5.[image: image16.png]AcB=ANB=A




6. [image: image17.png]



Определение
Пересечением множеств А и В называется множество, обозначаемое А [image: image18.png]


В, определяемое [image: image19.png]



[image: image20.png]



Свойства пересечения множеств:
1.[image: image21.png]AND=2




2.[image: image22.png]



3.[image: image23.png]



4.[image: image24.png]ANiene,

MANEB)NC=ANBNC.




5.[image: image25.png]AcB=ANB=A




6. [image: image26.png]



Определение
Разностью множеств А и В называется множество, обозначаемое А\В, (А-В), определяемое [image: image27.png]Pavg (X)) =Pa(x)e Pg(x)




[image: image28.png]



Свойства разности множеств:
1.Если[image: image29.png]


тоА\В=А.
2.ЕслиАВ,тоА\В=.
3. А \ В = А \ (А[image: image30.png]


В).
Имеют место следующие равенства:

1. A\Ø = A.
2. Ø\A = Ø.
3. A\I = Ø.
4. I\A = Ā.
5. A\A = Ø.
Определение
Симметрической разностью множеств А и В называют множество, обозначаемое АΔВ (А―В), определяемое AΔB ≡ (A\B) [image: image31.png]


(B\A).

[image: image32.png]



Имеет место равенство:

AΔB = (A [image: image33.png]


B)\(A [image: image34.png]


B)

Имеют место следующие равенства:

1. АΔВ = BΔA – коммутативность.
2. АΔI = Ā.
АΔØ = A.
Способы задания множеств.

Способы задания множеств.

1. Перечислением своих элементов.

A={a,b,c,...}.

2. Через описание ограничительного свойства.

A={x|  P(x)} - A множество таких элементов x, которые обладают свойством P(x). 

 В дальнейшем мы будем пользоваться общепринятыми обозначениями множеств:

N - множество натуральных чисел,

 Z  - множество целых чисел,

 Q - множество рациональных чисел,

 C  - множество комплексных чисел,

 R - множество действительных чисел,

 

 - пустое множество.
Уни​версальное множество. (?)

Истинным, строгим или собственным  подмножеством множества А  называется такое его подмножество В, что В

А и В

А. Запись В

А, где 

 - знак строгого включения.

По отношению к множеству А - пустое множество и само множество А называется несобственным, нестрогим или не истинным подмножествами множества А.

Таким образом, мы имеем следующие свойства множеств:

1. А

В 

А

В и А

В.

2. А

В 

 А

В или А=В.

3. А

В 

 А 

В.

4. А

В 

 А

В.

5. А

В и В

С 

 А

С.

6. А

В и В

С 

 А

С.

7. А

В и В

С 

 А

С.

Первые четыре свойства следуют из введенных ранее определений.

Покажем выполнение остальных свойств. 

Свойство 5.

Докажем его методом от противного.

Пусть А

В и В

С но А 

С и А

С.

Тогда существует такой элемент а

А, но а

С. Тогда, т.к. В

С, то а

В.

Получили  противоречие: а

А, а

В, но А

В.

Свойство 6.

Так как А

В и В

С, то по свойству 3 А

В и В

С и по свойству 5 А

С. Осталось показать, что А

С. Пусть это не так и А=С . Т.е. для любого элемента а, а

А 

 а

С. Так как В

С, то В

С и найдется элемент в,в

В. , но в

С. Так как А

В, то в

А. Отсюда элемент в присутствует в множестве С, но отсутствует в множестве А, отсюда эти множества не равны.

Свойство 7.

Так как В

С, то по свойству 3 В

С и тогда по свойству 5 А

С. Осталось показать, что А

С. Действительно, так как В

С, то найдется элемент а, а

С, но а

В. Так как А

В, то а

А. Отсюда а

С, но а

А, т.е. А

С.

Если все рассматриваемые в ходе рассуждений множества являются подмножествами некоторого фиксированного множество J, то это множество называют универсальным ( для рассматриваемого набора множеств) множеством или универсом. Таким образом, универс - это такое  множество,  что любое рассматриваемое  множество является его подмножеством.

Рассмотрим множество А={a,b,c}. Найдем все его различные подмножества. Это: пустое множество 

, три одноэлементных подмножества {a}, {b}, {c}, три двухэлементных подмножества {a,b}, {a,c}, {b,c}  и одно трёхэлементное множества - само множество А.  Множество всех подмножеств множества А будем обозначать как P(A)  или

.
Характеристическая функция множества.

Характеристической функцией ХA множества А называется одноместная функция, равная 0 на элементах множества А и 1 за пределами А. Характеристическая функция называется частичной, если она не определена за пределами А. Множество А называется примитивно рекурсивным, если его характеристическая функция примитивно рекурсивна. Множество А называется частично рекурсивным, если его характеристическая функция частично рекурсивна.

Множество А называется рекурсивно перечислимым, если существует двухместная частично рекурсивная функция ƒ(a,x) такая, что уравнение ƒ(a,x) = 0 имеет решение тогда и только тогда, когда а ( А.
Задачу кластеризации удобно формулировать использую характеристическую функцию. Характеристическая функция может принимать два значения: 0 - если элемент не принадлежит кластеру, и 1 - если элемент принадлежит кластеру. Используя характеристическую функцию, опишем кластеры следующей матрицей разбиения:

[image: image35.png]


,

где k-ая строчка матрицы [image: image36.png]


указывает на принадлежность объекта [image: image37.png]Bkt %z )



к кластерам [image: image38.png]A Az A



. 

Матрица [image: image39.png]


должна обладать следующими свойствами:
[image: image40.png]


;
(12.4)
 [image: image41.png]


;
(12.5)
Для оценки качества разбиения используется критерий разброса, показывающий сумму расстояний от объектов до центра своего кластера. Для евклидового пространства этот критерий записывается так [1]:
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XeSi




;
(12.6)
где [image: image43.png]


 - к-й объект кластеризации;

[image: image44.png]


 - i-й кластер;
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 - центр i-го кластера.

Кластеризацию объектов [image: image46.png]


можно сформулировать как следующую задачу оптимизации: найти матрицу [image: image47.png]


, минимизирующую значение критерия (12.6). Дискретный характер четкого разбиения приводит к трудностям нахождения оптимальной кластеризации из-за негладкости целевой функции.
Булеан. 
Пусть А произвольное конечное   n- элементное множество. Найдем мощность множества P(A),  |P(А)|=



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 , где S={0,1,...,n}.

Для определения величины |Р(А)| воспользуемся формулой бинома Ньютона.



, при условиях, что a=в=1.

Получаем, 

=|P(A)|.

Замечание.

Множество 
[image: image48.wmf]2

А

 называется булеаном множества А.
2. Декартово произведение.

Кардинальными операциями называются такие операции, при применении которых в результирующем множестве появляются новые элементы.
Примером кардинальных операция является прямое (декартово) произведение множеств.

Прямым произведением множеств А и В называется множество 

А

В={(a,b)| a

A, b

B}, т.е. множество тех и только тех пар, первая компонента которых принадлежит множеству А, а вторая В.

Через 



 EMBED Equation.2  
- обозначают, соответственно, декартов квадрат и декартову n-ую степень множества А.
Отношения (реф​лексивности, симметричности, асимметричности, антисимметричности, транзитивности, антитранзитивности) и их свойства.
Отношения  эквивалентности.
3. Функция - отображение. 
Отношение f на AxB называется функцией из A в B 
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если это отображение 
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 является функцией и выполняется условие 
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, то говорят, что 
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 -если 
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Биекция.
-отображение 
[image: image57.wmf]f:AB
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 называется инъективным (инъекция), если из того, что 
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     называется отображением “на”
 -называется сюръективным, если для любых 
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 -отображение f называется взаимооднозначным или биекцией, если это отображение является и инъективным и сюръективным 


если для любого 
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если A=B, то эти отображения называются перестановкой в множестве A.
Эквивалентность множеств.

Счетные множества.

Счетным множеством называется всякое множество, элементам которого можно поставить во взаимно однозначное соответствие множество натуральных чисел.

Отсюда, счетное множество - это бесконечное множество, элементы которого можно перенумеровать натуральными числами.

Примерами счетных множеств, кроме множества натуральных чисел, являются:

- множество целых чисел Z,

- множество всех четных положительных (отрицательных) чисел,

- множество натуральных степеней числа 2,

- множество рациональных чисел Q,

- множество алгебраических чисел и т.д.

Покажем, например, счетность множества алгебраических чисел.

Число а называется алгебраическим, если оно является корнем некоторого многочлена с целыми коэффициентами.

Так как множество целых чисел счетно, то занумеруем их, например, следующим образом: 

если целое число n неотрицательно,

 то поставим ему в соответствие номер 2n+1,                           (1)

если целое число n отрицательное, 

то поставим ему в соответствие номер 2|n|.

Каждому уравнению вида :



           (2)

поставим в соответствие натуральное число:
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  (коэффициента уравнения (1)), полученного после приведенной нумерации (1).

Таким образом можно перенумеровать все уравнения типа (2). Так как каждое уравнение (2) имеет не более n различных корней, то тем самым доказывается счетность множества алгебраических чисел.

Свойства счетных множеств.

Свойство 1.

Всякое подмножество счетного множества конечно или счетно.

Действительно, если А - счетное множество, то его элементы можно перенумеровать. Пусть В - подмножество множества А. Тогда, если среди элементов множества В есть элемент с наибольшим номером, то множество В является конечным, в противном случае множество В будет счетным.

Свойство 2.

Объединение любого конечного или счетного числа счетных множеств, есть счетное множество.

Для доказательства этого свойства используется так называемая Канторовская диагональная процедура. 

Свойство 3. 

Всякое бесконечное множество содержит счетное подмножество.

Действительно, если А - бесконечное множество, то в нем есть хотя бы один элемент а. Внесем его в строящееся подмножество В, присвоив этому элементу номер 1. Так как А - бесконечное множество, то в нем после удаления элемента а, останутся элементы. Возьмем любой элемент, присвоим ему номер 2, удалим его из множества А и включим его в множество В, и т.д. Построенное таким образом множество В будет счетным.
Мощность множества. Несчетность мно​жества действительных чисел. Мощность интервала  (0; 1). Примеры.

2. Элементы теории графов
1. Понятие графа,

1.Множество точек (вершин, узлов) и множество линий (ребер, дуг), которые соединяют эти точки, называются графом.

2. Графом называется упорядоченная пара множества X (мн-во вершин) и мн-во его двухэлементных подмножеств.
псевдографа,

Если в графе допускаются кратные рёбра и петли, то он называется псевдографом.
мультиграфа,

Если в графе оказываются петли, то он называется мультиграфом.
орграфа.

1. Есть мн-во точек и мн-во линий, соед эти точки, которые образуют граф, если эти линии имеют стрелки (они упорядочены), то он называется орграфом.

2. Если пары в наборе ребер упорядочены, то граф называется ориентированным.
Способы задания графов.

Задается множество V (вершин) и набор элементов X (рёбер), которые состоят из пар (v,w), если пара имеет вид (v,v), то это петля.
Матрица смежности. Матрица инцидентности.

Графы Г и Г0 можно представить в аналитической форме либо матрицей смежности А(Г), либо матрицей инцидентности В(Г).
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Граф и отношение.

??? возможно это то,что он задаётся отношением
Геометриче​ское изображение графа.

???Линии (ребра графа) и точки (вершины графа).
Плоский граф.

Граф называется плоским (планарным), если его можно уложить на плоскости так, чтобы его ребра негде не пересекались кроме вершин.

[image: image71]
Топологическая реализация графа.

???в этой лекции идёт тема маршрута
2. Полный граф.
Граф называется полным, если линии такого графа образуют полную цепь (она связывает все вершины графа без образования петель и контуров)
3. Степень вершины графа, свойства.
Степенью вершины графа называется число рёбер, инцидентных данной вершине рёбер 
[image: image72.wmf]deg(a)2
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4. Число ребер полного графа.

???
5. Теорема о сумме степеней всех вершин графа.
-в графе G порядка n сумма степеней всех его вершин есть частное число, равное 
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6. Теорема о числе нечетных вершин графа.
Число нёчётных вершин любого графа четно. (вершина чётная, если её степень чётное число).
7. Теорема о графе с вершинами степеней  0 и  n - 1.
Во всяком графе порядка n (n≥2?непонятный знак) не может быть одновременно вершин степени 0 и n-1.
8. Маршрут,
2 определения 1-учебник, 2-тетрадь.
1.Введём понятие маршрута для графа G=(V,X) (и соответственно понятие пути для орграфа D=(V,X)). Последовательность
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(где 
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), в которой чередуются вершины и рёбра (дуги) и для каждого 
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 ребро (дуга) xj имеет вид 
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, называется маршрутом, соединяющим вершины 
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 называется начальной, а 
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 - конечной вершиной, а все остальные – внутренними. 

2. Маршрутом, соединяющим вершины xi и xj  называется такая последовательность рёбер, в которой каждые два соседних ребра инцидентны одной вершине, где начальная вершина xi и конечная xj.
 -Простой маршрут – когда рёбра не пересекаются.
цепь,

Любой минимальный путь (маршрут) является простой цепью (в ней нет повторяющихся вершин).
замкнутый маршрут,
Когда в маршруте есть совпадающие вершины.
цикл,

Если в маршруте нет совпадающих рёбер, то он называется цикл.

Простой цикл – нет совпадающих вершин.
их длины.
???кол-во вершин (маршрут) или кол-во рёбер (цикл).
9. Связность вершин, графа. Расстояние между вершинами графа.

10. Изоморфизм графов.

11. Дерево.

Дерево – связанный граф, не имеющий циклов (так как любые две его вершины соединены простым путём).
Корневое дерево.

Иногда выделяется вершина – корень дерева.

Корневое дерево - ???
Число ребер дерева с n вершинами.

12. Взвешенный граф. Алгоритм построения покрывающего дерева (минимального, макси​мального).
Граф называется взвешенным, если его ребра ставятся в соответствие числа (упорядоченные наборы).

Алгоритм построения покрывающего дерева.

Алгоритм использует раскрашивание ребер графа в 2 цвета: ребро в зеленый, если оно включается в покрывающее дерево, иначе  оно окрашивается в оранжевый. Для того чтобы ребро не окрашивалось в зеленый цвет,  надо чтобы оно не образовывало цикла с ребрами, уже включенными в покрывающеее дерево. Для проверки этого из вершин ребер включенных в покрывающее дерево, образуют множество - букеты. Причем обе вершины, инцтдентные ребру, включенные в покрывающее дерево, входят в один букет, но в процессе построения покрывающего дерева может участвовать несколько букетов. Процесс построения покрывающего дерева заканчивается, когда все вершины графа включаются в один букет. Или это условие эквивалентно следущему: число окрашенных ребер должно быть на 1 меньше порядка графа. 

Пусть граф G не содержитпетель G=(x,e).
1. Выбираем произвольно ребро, окрашивая его в зеленый цвет. А из его кольцевых вершин образуем букет.

2. Во множестве неокрашенных ребер выбираем любое ребро и переходим к рассмотрению остальных 4 случаев:

а). Но если такого ребра нет,то это значит , что граф  не имеет покрывающего дерева и является не связным. Обе вершины выбранного графа принадлежат одному букету
ребро, следовательно окрашиваем в оранжевый цвет и преходим на п. 2

б). Обе выбранные вершины не принадлежат ни одному букету, тогда ребро окрашиваем в зеленый цвет, а из его кольцеввых вершин образуем новый букет. 

в). Одна из вершин выбранного ребра принадлежит одному букету, а другая кольцевая вершина не принадлежит ни одному букету. Тогда ребро окрашиваем в зеленый цвет, а вторую кольцевую вершину включаем в тот же букет.

	
	a 
	b 
	c 
	d 
	e

	a
	-
	5
	50
	80  
	90

	b
	5
	- 
	70
	60
	50

	c
	50
	70
	- 
	8
	20

	d
	80
	60
	8
	-
	10

	e
	90
	50
	20
	10
	-


г). одна из вершин выбранного ребра принадлежит одному букету, а другая – другому, тогда ребро окрашивают в зеленый цвет, а букеты объединяем.

3. Если все вершины находятся в одном букете, или число окрашенных зеленым цветом ребер на 1 меньше порядка графа, то конец.

Ребра зеленого цвета определяют покрывающее дерево, иначе переходим к пункту 2.
Этот алгоритм обладает свойством: каждое ребро рассматривается не более одного раза, следовательно число шагов работы этого алгоритма не более числа ребер. Такие алгоритмы называют "жадными", "поедающими". Граф, имеющий покрывающее дерево - связный граф.

	Шаг
	Ребро
	Цвет
	Букет1
	Букет2

	1
	(c,e)
	зеленый
	c,e
	

	2
	(b,a)
	зеленый
	
	b,d

	3
	(a,b)
	зеленый
	
	b,d,a

	4
	(a,d)
	оранжевый
	
	

	5
	(b,c)
	зеленый
	c,b,e,d,a
	


Пример построения  покрывающего дерева:
- полный граф
[image: image84.png]


 
Ребра: (a,b),(b,c),(c,d),(d,e),(a,e),(a,c),(a,d),(b,c),(b,d),(c,e).

[image: image85.png]


В управлении шоссейных дорог рассматривают проект строительства новых дорог между определенными городами. Построим граф вершины которого соответствуют городам, а ребра – дорогам. Припишем каждому между ребру вес, который равен стоимости строительства соответствующего участка дороги. Составление проекта строительства теперь можно свести к задаче построения покрывающего дерева min  стоимость. Найдем его. ачинаем с самого наименьшего (a,b),(c,d),(d,e),(c,e),(a,c),(b,e),(b,d),(b,c),(a,d),(a,e).

[image: image86.png]



	Шаг
	Ребро
	Цвет
	Букет1
	Букет2
	Вес

	1
	(a,b)
	зеленый
	a,b
	
	5

	2
	(c,d)
	зеленый
	
	с,d
	8

	3
	(d,e)
	зеленый
	
	с,a,e
	10

	4
	(c,e)
	оранжевый
	
	
	

	5
	(a,c)
	зеленый
	a,b,c,d,e
	-
	50


Алгоритм:

1. Выбираем вершину хо, окрашиваем, приписываем ей значение α(хо)=0, считаем, что у=хо
2. Для всех вершин графа G пересчитываем все величины d(x) по следущему правилу: d(x)=min{d(x); d(y)+f(x,y)}. Для всех полученных значений d(xi), где xi – неокрашенные, выбираем наименьшее, значит соответствующую вершину окрашиваем, присваиваем эту вершину переменной у. Окрашиваем ребро, входящее в эту вершину и составляющую min среди всех неокрашенных вершин.

3. Если у≠xк(у нее совпадает с конечной), то переходим к пункту 2.

Если для всех неокрашенных вершин d(xi)=∞, то делаем вывод, что в исходном графе отсутствует кратчайший путь от вершин x0 в xк. Этот алгоритм позволяет находить кратчайший путь из одной вершины в другую(если он существует). При этом весовая функция, определенная на множестве ребер должна быть положительна. Ребрам могут присваиваться только положительные числа.

Свойства алгоритма. 

1. Если получился кратчайший путь из вершины x0 в неокрашенной вершине х, проходящей через вершину у, то кратчайший путь из у в х тоже будет кратчайшим.
2. Алгоритм представляет собой процедуру наращивания покрывающего дереву кратчайщих путей с корнем в вершине x0.

13. 3. Получив кратчайший путь из x0 в xк, но остались неокрашенные вершины, то продолжая выполнять алгоритм, получим кратчайшие пути до всех неокрашенных вершин, следовательно этот алгоритм позволяет получать для исходного графа G покрывающее дерево кратчайших путей с корнем в исходной точке x0.
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