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	1. Понятие множества. Принадлежность и включение. Аксиомы объёмности и абстракции.

Понятие множества − одно из первичных в математике. Поэтому очень трудно дать ему какое-либо определение, которое бы не заменяло слово «множество» каким-нибудь равнозначным выражением, например, совокупность, собрание элементов и т. д. Элементы множества − это то, из чего это множество состоит, например, каждый ученик вашего класса есть элемент множества школьников. Множества обычно обозначают большими буквами: A, B, C, N, ..., а элементы этих множеств − аналогичными маленькими буквами: a, b, c, n, ... Существуют стандартные обозначения для некоторых множеств. Например,

z − множество целых чисел;

 q− множество рациональных чисел;

i − множество иррациональных чисел; 

r − множество действительных чисел;

c − множество комплексных чисел.

Если элемент a принадлежит множеству A, то пишут: а[image: image150.png]B := (AUB)\(ANB) = ANB+ANB ={z | (zr € ANz &€ B)V(z ¢ ANz € B)}.



А.

Множество считается заданным, если для любого объекта можно определить, принадлежит ли этот объект множеству или нет.

  


Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым множеством и обозначается Ø. Если A есть пустое множество, то пишут: А= Ø  


Если любой элемент множества A является элементом другого множества B, то говорят, что A есть подмножество множества B, и пишут: A [image: image2.bmp]  B.


Например, множество всех натуральных чисел [image: image3.bmp] является подмножеством всех действительных чисел [image: image4.png]RNcR



. Из определения непосредственно следует, что A [image: image5.bmp] A, то есть всякое множество является подмножеством самого себя.


Если A  B, а B  A, то пишут A = B и говорят, что множества A и B равны.

В математике часто приходится иметь дело с числовыми множествами.

Аксиома объемности:

Каковы бы ни были два множества, если каждый элемент 1-го множества принадлежит 2-му множеству, а каждый элемент 2-го множества принадлежит 1-му множеству, тогда первое множество идентично второму множеству.

Формула:

[image: image6.png]Va,\Vay, (Vb (bea; - b€ay) N Vb (b€eEay, —-beEa)) — a =





Применение:

а. Аксиома объёмности выражает необходимое условие равенства двух множеств. Достаточное условие равенства множеств выводится из аксиом предиката и имеет вид:

[image: image7.png]Va,\Vay (ay =a; = Vb (beEay «— b € ay) )




б. Соединяя указанное достаточное условие равенства множеств с аксиомой объёмности, получаем следующий критерий равенства множеств:

[image: image8.png]Va,\Vay (ay =ay — Vb (beay «— b€ ay) )




г. Аксиому объёмности применяют при доказательстве единственности множества, существование которого уже декларировано либо установлено.
Аксиома абстрактности:

Для каждого семейства непустых непересекающихся множеств существует (по меньшей мере одно) множество d, которое имеет только один общий элемент c c каждым из множеств b данного семейств a.

Формула:

[image: image9.png]Va (a# SNV (b€ a—bF# D) AVb by (b # by A{by, bo} Ca— biNb =93)
. 3dVb(bea— 3 (bnd={c}))).




Примечания:

Аксиома выбора принимается не всеми математиками безоговорочно: некоторые относятся к ней с недоверием. Бытует мнение, что доказательства, полученные с привлечением этой аксиомы, имеют иную познавательную ценность, чем доказательства, независимые от неё. Основано оно, прежде всего, на том, что утверждается лишь существование множества d, но не дается никакого способа его определения — отсюда неэффективность в случае бесконечных множеств. Это мнение, например, Бореля и Лебега. Противоположного мнения придерживались, например, Хаусдорф и Френкель (англ.), которые принимали аксиому выбора без всяких оговорок, признавая за ней ту же степень «очевидности», что и за другими аксиомами теории множеств: аксиома объёмности, аксиома существования пустого множества, аксиома пары, аксиома суммы, аксиома степени, аксиома бесконечности. Более того, среди следствий аксиомы выбора есть много довольно специфичных: например, появляется возможность доказать парадокс Банаха — Тарского, который вряд ли можно считать «очевидным». Подробный анализ многочисленных доказательств, использующих аксиому выбора, провел Вацлав Серпинский. Однако, без сомнения, многие важные математические открытия нельзя было бы сделать без аксиомы выбора

Применение:

Не во всех случаях требуется аксиома абстрактности. Для конечного набора X аксиома следует из других аксиом теории множеств. В этом случае это то же самое, что говорить, если мы имеем несколько (конечное число) коробок, каждая из которых содержит в себе по одной одинаковой вещи, тогда мы можем выбрать ровно одну вещь из каждой коробки. Ясно, что мы можем сделать это: мы начнём с первой коробки, выберем вещь; отправимся ко второй коробке, выберем вещь; и т. д. Так как есть конечное число коробок, то действуя нашей процедурой выбора, мы придём к концу. Результатом будет функция явного выбора: функция, которая первой коробке сопоставляет первый элемент, который мы выбрали, второй коробке — второй элемент и т. д. (Для получения формального доказательства для всех конечных множеств следует воспользоваться принципом математической индукции.)


	2. Подмножества. Множество-степень. Операции над множествами и их основные свойства.
Если каждый элемент множества В является также элементом множества А, множество В называется подмножеством множества А (обозначение  B⊆A или A⊇B). 
Каждое множество является своим подмножеством (это самое "широкое" подмножество множества). Пустое множество является подмножеством любого множества (это самое "узкое" подмножество). Любое другое подмножество множества А содержит хотя бы один элемент множества А, но не все его элементы. Такие подмножества называются истинными, или собственными подмножествами. Для истинных подмножеств множества А применяется обозначение B ⊂ A или A ⊃ B. Если одновременно B ⊆ A и A ⊆ B, т.е каждый элемент множества В принадлежит А, и в то же время каждый элемент А принадлежит В, то А и В, очевидно, состоят из одних и тех же элементов и, следовательно, совпадают. В этом случае применяется знак равенства множеств: A = B. (Символы ∈, ∋, ⊂, ⊃, ⊆, ⊇ называются символами включения).

3. Дополнительные свойства операций над множествами. Вывод из основных.

Подмножество в теории множеств — это понятие части множества.

Множество A называется подмножеством множества B, если все элементы A являются также элементами B. Любое множество является своим подмножеством: [image: image10.png]


 Если при этом [image: image11.png]A#B



,  то A называется собственным подмножеством B. По определению полагают, что пустое множество является подмножеством любого множества: [image: image12.png]


.

Из определения прямо следует, что пустое множество обязано быть подмножеством любого множества. Также, очевидно, любое множество является своим подмножеством:

[image: image13.png]


. Если [image: image14.png]


, и [image: image15.png]A#0O



, [image: image16.png]A#B



, то A называется собственным или нетривиальным подмножеством.

Пусть A — множество. Множество всех подмножеств множества A называется множеством – степенью или “булеаном” A (также степенью множества, показательным множеством или множеством частей) и обозначается [image: image17.png]


  или  2^A. Ясно, что [image: image18.png]@ P(A)



 и [image: image19.png]


. Справедливо следующее утверждение: Число подмножеств конечного множества, состоящего из n элементов равно 2^n

Доказательство проведем методом математической индукции.

База. Если n = 0, т. е. множество пусто, то у него только одно подмножество — оно само, и интересующее нас число равно 2^0 = 1.

Индукционный шаг. Пусть утверждение справедливо для некоторого n и пусть M — множество с кардинальным числом n + 1. Зафиксировав некоторый элемент [image: image20.png]ag € M



, разделим подмножества множества M на два:

[image: image1.bmp]M1 содержащее a0,

M2 не содержащее a0, то есть являющиеся подмножествами множества [image: image21.png]


.

Подмножеств типа (2) по предположению индукции 2^n. Но подмножеств типа (1) ровно столько же, так как подмножество типа (1) получается из некоторого и притом единственного подмножества типа (2) добавлением элемента a0 и, следовательно, из каждого подмножества типа (2) получается этим способом одно и только одно подмножество типа (1).

Следовательно имеем  и [image: image22.png]2Y =
= M,
[ M,



. По индукционному предположению [image: image23.png]M|




 и [image: image24.png]M|




. Получаем [image: image25.png]M| = |My| + | M| = 2" 42" = 271 =21



.

Операции над множествами.

Бинарные операции

пересечение: 

[image: image26.png]ANB





объединение: 

[image: image27.png]AuB





Если множества A и B не пересекаются: [image: image28.png]


, то их объединение обозначают также: [image: image29.png]


.

разность: 

[image: image30.png]



симметрическая разность: 

Декартово или прямое произведение: 

[image: image31.png]o
m
&




Для лучшего понимания смысла этих операций используются диаграммы Эйлера — Венна, на которых представлены результаты операций над геометрическими фигурами как множествами точек.

Унарные операции

дополнение: 

[image: image32.png]



Операция дополнения подразумевает некоторый универсум (множество U, которое содержит A): [image: image33.png]



Мощность множества: 

| A |

Результатом является кардинальное число (для конечных множеств — натуральное).

Множество всех подмножеств (булеан): [image: image34.png]



Обозначение происходит из того, что [image: image35.png]x| =2



 в случае конечных множеств.


	4. Утверждения, эквивалентные включению.

Формулировки метода Цорна

Частично упорядоченное множество, в котором любая цепь имеет верхную грань, содержит максимальный элемент.

Если всякая цепь в частично упорядоченном множестве M имеет верхнюю грань, то всякий элемент из M подчинен некоторому максимальному.

Формулировки принципа максимума Хаусдорфа

В любом частично упорядоченном множестве существует максимальное линейно упорядоченное подмножество

В частично упорядоченном множестве всякая цепь содержится в некоторой его максимальной цепи.

Пусть M — частично упорядоченное множество в условии [image: image36.bmp]. Рассмотрим максимальную цепь C в M, существование которой вытекает из [image: image37.png]


. По условию эта цепь имеет верхнюю грань [image: image38.bmp]. Тогда [image: image39.bmp] является максимальным элементом M, и кроме того, принадлежит цепи. Предположив противное, мы придем к противоречию с условием максимальности C.

Эквивалентность этих предложений следует понимать в том смысле, то любое из них, вместе с системой аксиом Цермело — Френкеля для теории множеств достаточно, чтобы доказать остальные.

5. Принцип двойственности.

В булевых алгебрах существуют двойственные утверждения, они либо одновременно верны, либо одновременно неверны. Именно, если в формуле, которая верна в некоторой булевой алгебре, поменять все конъюнкции на дизъюнкции, 0 на 1, ≤ на ≥ и наоборот, то получится формула, также истинная в этой булевой алгебре. Это следует из симметричности аксиом относительно таких замен.

Для произвольных подмножеств A и B множества [image: image40.bmp] справедливы равенства:

[image: image41.png]CANCS,



и [image: image42.png]C{AN B )=



[image: image43.png]caucs.




Свойства, записанные равенствами (1), называются принципом двойственности. Их можно прочитать следующим образом: дополнение к объединению множеств равно пересечению их дополнений, а дополнение к пересечению множеств равно объединению их дополнений. Без труда принцип двойственности переносится на произвольное число подмножеств [image: image44.bmp]; при этом записывают [image: image45.png]


[image: image46.png](1c4,,




6. Решение уравнений.

ЗАДАНИЕ. Установите взаимно однозначное соответствие между всеми прямыми на плоскости

и всеми точками координатной оси Ох.

РЕШЕНИЕ. Зададим прямую двумя числами – точкой пересечения с осью Ох

x = …y3y2y1,x1x2x3… (любое действительное число, в том числе может быть отрицательное,

тогда вначале минус)

и углом наклона a = 180*b (угол между прямой и положительным направлением оси Ох,

изменяется от 0 до 180 градусов), где b – положительное действительное число из интервала

[0,1), b = 0, z1z2z3…

Сопоставим этим двум числам x и b точку q на оси Ох по следующему правилу:

q = …y3y2y1,x1z1x2z2x3z3… (здесь знак числа q совпадает со знаком числа x).

Видно, что по числу q можно однозначно восстановить числа x и b.

Таким образом, мы установили однозначное соответствие между всеми прямыми на плоскости

и всеми точками координатной оси Ох.

ЗАДАНИЕ. Определите свойства следующих отношений:

1. «прямая x пересекает прямую y» (на множестве прямых)

2. «число x больше числа y на 2» (на множестве натуральных чисел)

3. «число x делится на число y без остатка» (на множестве натуральных чисел)

4. «x – сестра y» (на множестве людей).

РЕШЕНИЕ:

1. xRy=«прямая x пересекает прямую y» (на множестве прямых).

Это отношение:

Рефлексивное, так как «прямая x пересекает прямую x» выполняется для любой прямой

(она пересекает себя в каждой точке);

Симметрическое, так как из того, что «прямая x пересекает прямую y» следует, что

«прямая y пересекает прямую x» для любых прямых x,y;

Также можно заметить, что это отношение не является тождественным, транзитивным и

полным.

2. xRy=«число x больше числа y на 2» (на множестве натуральных чисел).

Это отношение:

Антирефлексивное, так как ни для одного элемента из множества натуральных чисел не

выполняется «число x больше числа x на 2»;

Антисимметрическое, так как для любых элементов x,y из множества натуральных чисел

из того, что «число x больше числа y на 2» следует невыполнение того, что «число y

больше числа x на 2»;

Также можно заметить, что это отношение не является тождественным, транзитивным и

полным.

3. xRy=«число x делится на число y без остатка» (на множестве натуральных чисел).

Это отношение:

Рефлексивно, так как для любого элемента x из множества натуральных чисел

выполняется «число x делится на число x без остатка»;

Тождественно, так как для любых элементов x,y из множества натуральных чисел из

того, что «число x делится на число y без остатка» и «число y делится на число x без

остатка», следует, что x=y;

Транзитивное, так как для любых элементов x,y,z из множества натуральных чисел из

того, что «число x делится на число y без остатка» и «число y делится на число z без

остатка», следует, что «число x делится на число z без остатка»;

Также можно заметить, что это отношение не является симметрическим,

антисимметрическим и полным. Это отношение является отношением порядка.

4. xRy=«x – сестра y» (на множестве людей)

Это отношение:

Антирефлексивно, так как для любого человека x неверно, что «x – сестра x»;

Транзитивно, так как для любых людей x, y, z таких что «x – сестра y» и «y – сестра z»

следует, что «x – сестра z» .

Также можно заметить, что это отношение не является симметрическим,

антисимметрическим, тождественным и полным.



	7. Прямое произведение множеств.

Прямое или декартово произведение множеств — множество, элементами которого являются все возможные упорядоченные пары элементов исходных двух множеств. Данное понятие употребляется не только в теории множеств, но также в алгебре, топологии и прочих разделах математики благодаря тому, что прямое произведение часто наследует структуры (алгебраические, топологические и т. д.), существующие на перемножаемых множествах.

Пусть дано два множества X и Y. Прямое произведение [image: image47.png]


 множества X и множества Y есть такое множество [image: image48.png]


, элементами которого являются упорядоченные пары (x,y) для всевозможных [image: image49.png]


 и [image: image50.png]


.

Отображения произведения множеств в его множители [image: image51.png]XxY =X, plr,y)=




 [image: image52.png]


  называют координатными функциями.

Аналогично строятся произведения нескольких множеств.

8. отношения на множествах. Бинарные отношения и их свойства (рефлексивность, антирефлексивность, симетричность, антисимметричность, транзитивность).

Бинарным отношением называется любое множество упорядоченных пар.

Бинарные отношения могут обладать различными свойствами, такими как

Рефлексивность: [image: image53.png]Vr € M(xRx)




Антирефлексивность (иррефлексивность): [image: image54.png]



Симметричность: [image: image55.png]Vr,y € M(xRy = yRx)




Антисимметричность: [image: image56.png]Vr,y € M(xzRy N yRr = = = y)




Транзитивность: [image: image57.png]Vr,y,z € M(xRy NyRz = xRz)




Полнота: [image: image58.png]Va,y € M(xzRy V yRx)




Асимметричность: [image: image59.png]Vr,y € M(xRy = —-(yRx))




Виды отношений

Рефлексивное симметричное транзитивное отношение называется отношением эквивалентности.

Рефлексивное антисимметричное транзитивное отношение называется отношением (частичного) порядка.

Антирефлексивное антисимметричное транзитивное отношение называется отношением строгого порядка

9. Обратные отношения, суперпозиция отношений, свойства.

Обратное отношение (отношение, обратное к R) — это двухместное отношение, состоящее из пар элементов (у, х), полученных перестановкой пар элементов (х, у) данного отношения R. Обозначается: R-1. Для данного отношения и обратного ему верно равенство: (R-1)-1 = R.

Компози́ция множества (суперпози́ция множества) в математике — это применение одной множества к результату другой.

Композиция множества F и G обычно обозначается [image: image60.bmp].

Термин «сложное множетво» может быть применим к композиции двух функций, тем не менее он чаще употребляется в ситуации когда на вход функции нескольких переменных подаётся набор функций от одной или нескольких исходных переменных. Например функция G вида 

G(x,y) = F(u(x,y),v(x,y))

10. Отношения эквивалентности. Фактор-множество.

Часто бывает, что некоторое множество является объединением своих подмножеств, никакие два из которых не имеют общих элементов (не пересекаются). В этом случае говорят, что множество разбито на непересекающиеся подмножества.

Разбиение на подмножества часто используется для классификации объектов. Например, когда составляют каталог книг в библиотеке, то все множество книг разбивают на книги по естественным наукам, общественно-политическим наукам, книги беллетристического характера и т.д.

В биологии все множество животных разбивается на типы, типы - на классы и т.д.

В математике плоскость (рассматриваемую как множество точек) можно разбить на прямые, параллельные оси абсцисс, трехмерное пространство можно представить как объединение концентрических сфер различных радиусов (начиная с r = 0).

При разбиении множества на подмножества используют понятие эквивалентности элементов. Для этого определяют, что значит "элемент x эквивалентен элементу y", после чего объединяют эквивалентные элементы в одно подмножество. При разумном понятии эквивалентности данное множество разбивается на взаимно непересекающиеся подмножества, объединение которых есть все множество.

ФАКТОР-МНОЖЕСТВА

Пусть X - множество и R - отношение эквивалентности на нем. Из свойства транзитивности отношения эквивалентности следует, что любой класс эквивалентности является множеством всех элементов, эквивалентных произвольному элементу из этого класса. Таким образом, из теоремы следует, что отношение эквивалентности позволяет данное множество X представить в виде объединения взаимно непересекающихся классов эквивалентности.

Совокупность всех классов эквивалентности называется фактор-множеством. Оно обозначается символом X/R.

Как уже отмечалось, каждый элемент x из множества X полностью определяет класс эквивалентности, его содержащий, который далее обозначается символом , так что (и , если и только если x ї y). Элемент x называется представителем класса A, если x k A.

Теперь вернемся к рассмотрению примеров отношений эквивалентности и найдем соответствующие фактор-множества.

В первом примере фактор-множество состоит из m подмножеств вида

Например, при m = 2 оно состоит из двух классов: четных чисел и нечетных чисел.

Во втором примере каждый класс эквивалентности называется рациональным числом, а фактор-множество X/R - множеством рациональных чисел. Таким образом, каждое рациональное число (в обычной форме записи) есть совокупность пар (p, q) k Z i N, для которых pn = qm. Обычно рациональное число отождествляют с некоторым представителем класса эквивалентности. Множество рациональных чисел обозначим символом Q.

Сложение рациональных чисел осуществляется следующим образом: r1 + r2 = класс эквивалентности, содержащий пару (pn + mq, qn), если (p, q) k r1 и (m, n) k r2 для заданных r1 , r2 k Q. Это определение корректно, то есть не зависит от выбора представителей из r1 и r2 (почему ?). Аналогично вводится умножение рациональных чисел.

Обратимся к четвертому примеру. Каждый класс эквивалентности называется свободным вектором или просто вектором. Таким образом, вектор - это подмножество направленных отрезков пространства, имеющих одинаковую длину, лежащих на параллельных прямых и одинаково направленных.

Если a, b - два вектора, то их суммой является тот класс эквивалентности d, содержащий направленный отрезок , который определяется по правилу параллелограмма по любому представителю из a и представителю с началом в точке A. Это определение сложения векторов корректно и не зависит от выбора представителя из a.


	11. Функциональное отношение. Инъекция, сюръекция, биекция.

Функциональное отношение в теории множеств - это такое бинарное отношение между двумя множествами, при котором каждому элементу первого множества может соответствовать не больше одного элемента второго множества.

Функция [image: image61.png]


 называется биекцией (и обозначается [image: image62.png]


), если она:

Переводит разные элементы множества X в разные элементы множества Y (инъективность). Иными словами, 

[image: image63.png]Vo, € X, Voo, € X (f(x1) = flag) = 1 = x5)



.

Любой элемент из Y имеет свой прообраз (сюръективность). Иными словами, 

[image: image64.png]VyeVY, dJre X f(x)




.

Биекцию также называют взаимно однозначным отображением (взаимно однозначным соответствием [1]). Множества, для которых существует биекция, называются равномощными.

Отображение [image: image65.png]


 называется инъекцией (или вложением, или отображением «в»), если разные элементы множества X переводятся в разные элементы множества Y.

Формально это значит, что если два образа совпадают, то совпадают и прообразы ([image: image66.png]


). Инъективность является необходимым условием биективности (достаточно вместе с сюръективностью).

Инъекцию можно также определить как отображение, для которого существует левое обратное, то есть [image: image67.png]


 инъективно, если существует [image: image68.png]


 такое, что [image: image69.png]GoF =1dy



 .

Отображение [image: image70.png]


 называется сюръективным (или сюръекцией, или отображением на Y), если каждый элемент множества Y является образом хотя бы одного элемента множества X, то есть [image: image71.png]


. Для случая числовых функций это выражается как «функция, принимающая все возможные значения».

12. Отношение порядка. Частично упорядоченные множества. Изоморфизм.

Бинарное отношение R на множестве X называется отношением порядка, или отношением частичного порядка, если имеют место Рефлексивность, Транзитивность, Антисимметричность.

Множество X, на котором введено отношение частичного порядка, называется частично упорядоченным.

Отношение R, удовлетворяющее условиям рефлексивности, транзитивности, антисимметричности также называют нестрогим, или рефлексивным частичным порядком и обычно обозначают символом [image: image72.bmp]. Если условие рефлексивности заменить на условие антирефлексивности:[image: image73.png]


,

то получим определение строгого, или антирефлексивного частичного порядка, обозначаемое обычно символом < . В общем случае, если R — транзитивное, антисимметричное отношение, то

[image: image74.png]Res= RU{(z,z)|z € X}



 — рефлексивный порядок [image: image75.png]


 — антирефлексивный порядок.

Отношение частичного порядка R называется линейным порядком, если выполнено условие [image: image76.png]VxVy(x Ry V y Rx)




Множество X, на котором введено отношение линейного порядка, называется линейно упорядоченным, или цепью.

Отношение R, удовлетворяющее только условиям рефлексивности и транзитивности, называется квазипорядоком, или предпорядком.

Изоморфизм — это очень общее понятие, которое употребляется в различных разделах математики. В общих чертах его можно описать так: Пусть даны два множества с определённой структурой (группы, кольца, линейные пространства и т. п.). Биекция между ними называется изоморфизмом, если она сохраняет эту структуру. Такие множества со структурой называются изоморфными. Изоморфизм всегда задаёт отношение эквивалентности на классе таких множеств со структурой.

13. Наибольшее и наименьшее элементы множества, sup и inf.

Точной верхней гранью, или супре́мумом (лат. supremum — самый высокий) подмножества X упорядоченного множества M, называется наименьший элемент M, который равен или больше всех элементов множества X. Другими словами, супремум — это наименьшая из всех верхних границ. Обозначается  [image: image77.png]


.

Точной нижней гранью, или и́нфимумом (лат. infimum — самый низкий) подмножества X упорядоченного множества M, называется наибольший элемент M, который равен или меньше всех элементов множества X. Другими словами, инфимум — это наибольшая из всех нижних граней. Обозначается [image: image78.bmp].

На множестве всех действительных чисел, больших пяти, не существует минимума, однако существует инфимум.  такого множества равен пяти. Инфимум не является минимумом, так как пять не принадлежит этому множеству. Если же определить множество всех натуральных чисел, больших пяти, то у такого множества есть минимум и он равен шести. Вообще говоря, у любого подмножества множества натуральных чисел существует минимум.

14. Линейно упорядоченное множество.

Линейно упорядоченное множество или цепь ― частично упорядоченное множество, в котором для любых двух элементов a и b имеет место [image: image79.png]


 или [image: image80.png]


.

Важнейший частный случай линейно упорядоченных множество ― вполне упорядоченные множества.

Свойства

Подмножество линейно упорядоченного множества само является линейно упорядоченным.

Всякий максимальный (минимальный) элемент линейно упорядоченного множества оказывается наибольшим (наименьшим).

Линейно упорядоченное множество вещественных чисел может быть охарактеризовано как непрерывное линейно упорядоченное множество в котором нет ни наибольшего, ни наименьшего элементов, но содержится счётное плотное подмножество.

Всякое счётное линейно упорядоченное множество изоморфно некоторому подмножеству линейно упорядоченному множеству всех двоичных дробей отрезка [0,1].

Решётка L изоморфна подмножеству линейно упорядоченного множества целых чисел тогда и только тогда, когда каждая ее подрешетка является ретрактом.

15. Понятие мощности множества конечного и бесконечного.

Мощность множества или кардинальное число множества — это обобщение понятия количества (числа) элементов множества, которое имеет смысл для всех множеств, включая бесконечные.

Одно бесконечное множество может быть больше или меньше другого. Среди бесконечных множеств счётное множество является самым маленьким.

Два конечных множества равномощны тогда и только тогда, когда они состоят из одинакового числа элементов. То есть для конечного множества понятие мощности совпадает с привычным понятием количества.

Для бесконечных множеств мощность множества может совпадать с мощностью его собственного подмножества.

Теорема Кантора гарантирует существование более мощного множества для любого данного: Множество всех подмножеств множества A мощнее A, или | 2A | > | A | .

С помощью канторова квадрата можно также доказать следующее полезное утверждение: Декартово произведение бесконечного множества A с самим собой равномощно A.

Два множества называются равномощными, если между ними существует биекция. Существование биекции между множествами есть отношение эквивалентности, а мощность множества — это соответствующий ему класс эквивалентности.


	16. Теоремы о счетных множествах.

Теорема 1. Из всякого бесконечного множества Х можно выделить счетное множество Y.

Доказательство: Пусть множество Х бесконечное множество. Выделим из множества Х произвольный элемент и обозначим его  х1. Так множество Х бесконечно, то оно не исчерпывается выделение этого элемента х1. и мы можем выделить элемент х2 из оставшегося множества Х{ х1}. По тем же соображениям множество Х{ х1, х2} не пусто, и мы можем и из него выделить элемент х3. Ввиду бесконечности множества Х мы можем продолжать этот процесс неограниченно, в результате чего получим последовательность выделенных элементов х1, х2, х3, . . . , хn, . . . , которая и образует искомое подмножество Y множества Х. Данная теорема может натолкнуть на интересный вопрос. А в свою очередь можно ли из счётного множества выделить бесконечное подмножество, которое было так же счётным? На этот вопрос отвечает следующая теорема.

Теорема 2. Всякое бесконечное подмножество счётного множества так же является счётным множеством.

Доказательство: Пусть множество Х счётное множество, а множество Y его бесконечное подмножество. Следовательно, множество Х может быть представлено в виде 

Х={а1, а2, а3, . . . , аn,. . .}.

Будем  перебирать один за другим элементы множество Х в порядке их номеров, при этом мы время от времени будем встречать элементы множества Y, и каждый из элементов множества Y рано или поздно встретится нам. Соотнося каждому элементу множества Y номер «встречи» с ним, мы перенумеруем множество Y, причём в силу бесконечности его, нам придется  на эту нумерацию израсходовать все натуральные числа. Следовательно, множество Y является счётным множеством. Приведем пример непосредственно относящийся к этой теореме. Пример: Множество Х={1, ,} как известно, является счётным множеством,   а так как множество Y={,} является подмножеством множества Х, то по доказанной выше теоремы 3, множество Y так же является счётным. 

Следствие: Если из счётного множества Х удалить конечное подмножество Y, то оставшееся множество ХY будет счётным множеством. 

Теорема3. Объединение конечного множества и счётного множества без общих элементов есть счётное множество. 

Доказательство: Пусть дано

А={а1, а2, . . . , аn} и В={b1, b2, b3, . . . },

причем АÇВ = О.

  Если множество С=АÈВ, то С можно представить в форме

С={а1, а2, . . . , аn, b1, b2, b3, . . . },

после чего становиться очевидной возможность перенумеровать множество, следовательно по теореме 1 получаем, что множество С счетно.

Теорема 4. Объединение конечного числа попарно не пересекающихся счётных множеств есть счётное множество.

Доказательство: Проведем доказательство для случая объединения трёх множеств, из контекста будет ясна полная общность рассуждения.

Пусть А, В, С три счётных множества: А={а1, а2, а3, . . .}, В={b1, b2, b3, . . . } и

С={с1, с2, с3, . . .}.

Тогда множество D = АÈВÈС можно представить  в форме последовательности:

D={а1, b1, c1, а2, b2, c2, а3, . . .},

и счётность множества D очевидна.

Теорема 5. Объединение счётного множества попарно не пересекающихся конечных множеств есть счётное множество.

Доказательство: Пусть Аk (k=1, 2, 3, . . . ) суть попарно не пересекающихся конечных множеств:

А1={ . . . , };

А2={. . . , };

А3={ . . . ,};

Для того чтобы расположить объединение их С в форме последовательности, достаточно выписать подряд все элементы множества А1, а затем элементы множества А2 и так далее.

Теорема 6. Объединение счётного множества попарно не пересекающихся счётных множеств есть счетное множество.

Доказательство: Пусть  множества Аk (k=1, 2, 3, . . .) попарно не пересекаются и счетные. Запишем эти множества следующим образом:

 А1={ . . . };

А2={. . . };

А3={ . . . };

Если  мы выпишем элемент , затем оба элемента  и  у которых сумма верхнего и нижнего индексов равна 3, затем элементы у которых эта сумма равна 4, и так далее, то множество С= окажется представленной в форме последовательности:

С = { . . . },

Откуда и следует счётность множества С.

  Замечание: Условие отсутствия общих элементов в теоремах 3-6 могло быть опущено.

Используя доказанные выше теорем можно привести другое доказательство теоремы 2 отличное от предыдущего.

Доказательство теоремы 2: Множество дробей вида  с данным знаменателем q, то есть множество . . . , очевидно счётное. Но знаменатель может принять также

счётное множество натуральных значений 1, 2, 3, . . .  . Значит в силу теоремы 8, множество дробей вида  является счётным множеством; удаляя из него все сократимые дроби и применяя теорему 4, убеждаемся в счётности  множества всех положительных рациональных чисел R+. Так как множество R- отрицательных рациональных чисел очевидно эквивалентно множеству R+, то счетным является  и оно, а тогда счётно и множество R, ибо R= R+R-{0}.

Из теоремы 2 вытекает следующие очевидное следствие. 

Следствие. Множество рациональных чисел любого сегмента [a, b] является счётным множеством.

Сформулируем в виде теоремы еще один пример счётного множества.

Теорема 7. Множество Р всех пар натуральных чисел является счетным множеством.

Отступление: Под парой натуральных чисел понимают два натуральных числа данных в определённом порядке.

Доказательство: Назовём высотою пары (n, m) натуральное число n+m. Очевидно, имеется ровно k-1 пар данной высоты k, где k>1, именно

(1, k-1), (2, k-2), . . . , (k-1, 1).

По этому обозначая через Рk множество всех пар высоты k, видим что множество Р есть объединение счётного множества конечных множеств Рk, а отсюда по теореме 7 получаем что множество Р является счётным множеством. 

Теорема 8 также даёт любопытный пример счетного множества.

Множество S всех конечных последовательностей, составленных из элементов данного счётного множества D, есть счётное множество.

Доказательство: (посредствам полной математической индукции) Из предыдущей теоремы вытекает, что множество пар, составленных из элементов счётного множества D, есть счётное множество. Предположим, что доказана счётность множества Sm всех последовательностей, состоящих из m элементов данного счётного множества D. Докажем, что множество Sm+1 всех последовательностей, состоящих из m+1 элементов множества D также счётно. В самом деле, пусть

D={d1, d2, . . . , dk, . . .}.

Каждой последовательности S(m +1)=(di,  . . , di, dk)Î Sm+1 соответствует пара (S(m), dk), где S(m)= (di,  . . , di)Î Sm, причем различным парам соответствуют различные пары этого вида. Так как множество Sm всех S(m)  счётно, и может быть записано в виде S, . . . , S,  . . . , то счётно и множество всех пар (S, dk) (взаимно однозначно соответствующих парам натуральных чисел индексов i, k), а значит, и множество всех S(m +1).

Так как каждое Sm счётно, то счётно и множество S, что и доказывает теорему.

Теорема 9. Если элементы множества А определяются n значками, каждый из которых независимо от других пробегает счётное множество значений

А={a,, . . . ,}    (xk=x, x, . . . ; k=1, 2, 3, . . . ,n),

то множество А счётно. 

Доказательство: Докажем теорему методом математической индукции.

Теорема очевидна, если n=1, то есть имеется только один значок. Допустим, что теорема верна для n=m, и покажем, что она справедлива для n=m+1.

Итак пусть А={a,, . . . ,, }.

Обозначим через Ai множество тех элементов А, для которых  , где   одно из возможных значений (m+1)-го значка, т. е. положим Ai =={a,, . . . ,,  }.

В силу сделанного допущения множество Ai счётно, а так как А=, то счётно и множество А.

 Вот несколько предложений, вытекающих из этой теоремы:

Множество точек (x, y) плоскости, у которых обе координаты рациональны, счётно. Но более интересным является следующий факт: Множество многочленов с целыми коэффициентами счётно. 

В самом деле, это непосредственно следует из теоремы 9, если только рассматривать многочлены фиксированной степени n, и для завершения доказательства следует применить теорему 8.

17. Теорема о мощности множетва-степени конечного и бесконечного множества.

Определение. Множества A и B называются равномощными, если между A и B существует взаимно однозначное соответствие (т.е. биективное отображение ).  Утверждение. Отношение равномощности множеств является отношением эквивалентности. 

Доказательство.

1) Рефлексивность можно установить, отображая множество само на себя с помощью функции f(x)=x. То есть |A|=|A|.

2) Симметричность. Если  взаимно однозначное соответствие, то и  - также взаимно однозначное соответствие.

3) Транзитивность . Т. е. |A|=|B|, |B|=|C| Þ |A|=|C|.

Рассмотрим разные случаи.

Случай 1. A и B конечны.

Утверждение. В случае, когда A и B конечны (содержат конечное число элементов) A и B равномощны тогда и только тогда, когда количество элементов A = количеству элементов B. 

Доказательство ||

a) Если количество элементов одинаково, то перенумеруем их и установим взаимно однозначное соответствие

Следовательно, множества равномощны. 

б) Пусть множества A и B равномощны. Тогда существует взаимно однозначное соответствие между элементами A и B . Следовательно, их количество должно быть одинаковым. Поэтому для конечных множеств A можно принять, что мощность |A|=количеству элементов A.

Случай 2. Бесконечные множества

Мощность целого может равняться мощности части. Рассмотрим множества

Можно установить («) соответствие: . Следовательно, множества равномощны. 

Определение. Говорят, что мощность множества A не превосходит мощности множества B (пишут ), если  множество .

В частности, если AÍB, то B1=A.

Теорема. Отношение  на совокупности множеств есть отношение частичного порядка для мощностей множеств.

1) Рефлексивность .

2) Транзитивность. 

Существуют подмножества B1ÍB и C1ÍC и « отображения такие, что f:A® B1, g:B®C1. Тогда g f - « соответствие между A и каким-то подмножеством C.

3) Антисимметричность  (без док-ва).



	18. Теорема Кантора-Барнштейна.

Теорема Кантора. Пусть N — множество натуральных чисел, A=[0,1] — отрезок действительной оси. Тогда |N|<|A|.

Доказательство.

1) Во-первых, , поскольку подмножество множества A  очевидно, равномощно N.

2) Неравенство  докажем от противного. 

Допустим, |N|=|A|. Тогда $ « .

Любое число из A можно представить в виде бесконечной десятичной дроби

f(1)=a1=0,a11a12… 

f(2)=a2=0,a21a22… 

f(3)=a3=0,a31a32a33… 

f(n)=an=0,an1an2an3…ann… 

Построим число b=0,b1b2b3… следующим образом:

 Þ bÎ[0,1] и b¹an, поскольку b отличается от an в n-ном знаке. 

Приходим к противоречию. Теорема доказана.
19. Мощность континуум.

В теории множеств, конти́нуум (от лат. continuum — непрерывное) может обозначать одно из следующих сходных понятий:

кардинал или класс множеств, равномощных множеству вещественных чисел.

множество, равномощное множеству вещественных чисел. Например, совокупность всех точек отрезка прямой или множество всех иррациональных чисел. Говорят: «континуум», «множество мощности континуум» или «континуальное множество».

Теперь мы располагаем всеми необходимыми сведениями для того, чтобы сформулировать знаменитую первую проблему Гильберта:

Континуум-гипотеза.С точностью до эквивалентности, существуют только два типа бесконечных числовых множеств: счетное множество и континуум.
20. Общие правила( сложения и умножения).

Решение многих комбинаторных задач основывается на двух фундаментальных правилах, называемых правилом суммы и правилом произведения. Прежде всего определимся в терминологии. Если имеется, к примеру, 5 шаров в ящике, то мы будем говорить, что один шар из ящика можно выбрать пятью способами. 

Правило суммы. Если объект А можно выбрать n способами, а объект В-k способами,то объект "А или В" можно выбрать n+k способами. 

Пример 1.В ящике находятся 20 шаров: 5 белых, 6 черных, 7 синих и 2 красных. Сколькими способами можно взять из ящика один цветной шар? 

Решение.Здесь предполагается, что цветной шар - это синий или красный, поэтому надо применять правило суммы. Цветной шар можно выбрать 7 + 2 = 9 способами. 

Правило произведения. Если объект А можно выбрать n способами, а объект В независимо от него - k способами, то пару объектов "А и В" можно выбрать n·k способами. 

Пример 2.Сколько может быть различных комбинаций выпавших граней при бросании двух игральных костей? (Игральная кость - это кубик, на гранях которого нанесены числа 1, 2, 3, 4, 5, 6 ) 

Решение. На первой кости может выпасть 1, 2, 3, 4, 5 или 6 очков, то есть всего будет 6 вариантов. Точно так же и на второй кости 6 вариантов. По получится всего 6 · 6 = 36 способов. Правила суммы и произведения справедливы не только для двух, но и для любого числа объектов. Приведем еще несколько примеров, в которых необходимо выбрать правило суммы или произведения. 

Пример 3.Из города А в город В ведут 5 дорог, а из города В в город С - 3 дороги. Сколькими способами можно проехать из города А в город С? 

Решение. Чтобы проехать из А в С, надо проехать из А в В и из В в С, поэтому применим правило произведения. 5 · 3 = 15. 

Пример 4. На книжной полке стоят 3 книги по алгебре, 4 книги по геометрии и 5 книг по литературе. Сколькими способами можно взять с полки одну книгу по математике? 

Решение.Книга по математике - это книга по алгебре или по геометрии. Применяем правило суммы. 3 + 4 = 7. 

Пример 5.В меню имеется 4 первых блюда, 3 вторых и 2 третьих. Сколько различных полных обедов можно из них составить? 

Решение.Полный обед состоит из первого, и второго, и третьего блюд. По правилу произведения получаем 4 · 3 · 2 = 24 различных полных обеда.

21. Формулы для вычисления перестановок сочетаний и размещений с повторениями и без.

Размещение

Если из данного множества предметов мы будем выбирать некоторое подмножество, то его будем называть выборкой. Выборки бывают упорядоченные и неупорядоченные. В упорядоченной выборке существенен порядок, в котором следуют ее элементы, другими словами, изменив порядок элементов, мы получим другую выборку. Например, из цифр 1, 2, 3, 4, 5 составляем трехзначные числа 123, 431, 524, ...и т.д. Это упорядоченные трехэлементные выборки, ведь 123 и 132 - разные числа. Другой пример: из 20 учащихся класса будем выбирать двух дежурных. Любая пара дежурных представляет собой неупорядоченную двухэлементную выборку, так как порядок их выбора не важен. 

Определение 1.1. Размещениями из n элементов по m (m  n) называются упорядоченные m -элементные выборки из данных n элементов. 

Из определения следует, что размещения отличаются друг от друга либо самими элементами, либо их порядком. Число размещений из n по m обозначается  [image: image81.bmp]
Чтобы вывести формулу числа размещений, заметим, что первый элемент в выборку мы можем выбрать n способами, второй из оставшихся n-1 элементов (n-1) способами, третий - (n-2) способами и так далее, m-й элемент можно выбрать n-(m-1) = n-m+1 способами. По правилу произведения получим:

[image: image82.png]A = -Dn -2 —m+1)




Эту Формулу можно теперь преобразовать следующим образом. Умножим и разделим правую часть этой формулы на выражение 

(n-m)! = 1 · 2 · 3 · ... ·(n-m). 

Тогда получится:
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Сочетание

Определение 1.3. Сочетаниями из n элементов по m (m  n) называются неупорядоченные m-элементные выборки из данных n элементов.

Ясно, что все сочетания отличаются друг от друга хотя бы одним элементом, а порядок элементов здесь не существенен. Число сочетаний из n по m обозначается  Чтобы из сочетаний получить размещения, надо упорядочить каждую m-элементную выборку, а это можно сделать m! способами. Следовательно, число сочетаний  меньше числа размещений  в m! раз. Учитывая этот факт, из формул (1.1) и (1.2) получим соответствующие формулы для вычисления числа сочетаний:
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22. Биноминальная и полиноминальная теоремы.

Биноминальная теорема.
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Доказательство

[image: image86.png]



Докажем это равенство индукцией по n:

База индукции: n = 1

(a + b)1 = a + b

Шаг индукции: Пусть утверждение для n верно:

[image: image87.png]



Тогда надо доказать утверждение для n + 1:
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Начнём доказательство:
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Извлечём из первой суммы слагаемое при k = 0
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Извлечём из второй суммы слагаемое при k = n
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Теперь сложим преобразованные суммы:
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Что и требовалось доказать

полиноминальная теорема
Для любых заданных чисел [image: image94.png]a; (1=1,2,




 и для любого натурального n имеет место равенство

[image: image95.png]e




где сумма в правой части распространена на всевозможные разбиения числа n на k целых неотрицательных чисел.

Доказательство. Перемножим последовательно ([image: image96.png]72 p o 7 9



) ( n - 1) раз. Тогда получим сумму [image: image97.bmp] слагаемых вида [image: image98.png]@, - d-
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 где [image: image99.png]


 равно либо a1,... либо ak. Обозначим через [image: image100.png]


 множество всех тех слагаемых, где a1 встречается множителем  [image: image101.bmp]  раз, [image: image102.bmp] раз,…, [image: image103.bmp] раз, причем должно выполнятся равенство [image: image104.png]ST LN i o 4




 . Ясно, что каждый элемент множества [image: image105.png]


 это перестановка с повторением. Следовательно, 
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Каждое слагаемое из B равно [image: image107.png]RT3 R 4
23R S R P



, поэтому
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29. Совершенные нормальные дизъюнктивные и конъюктивные формы.

Конъюнктивная нормальная форма (КНФ) в булевой логике — нормальная форма, в которой булева формула имеет вид конъюнкции нескольких дизъюнктов.

Например, следующие формулы записаны в КНФ:\

[image: image110.png]
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Любая булева формула может быть приведена к КНФ. Впрочем, при этом размер булевой формулы может возрасти экспоненциально. Так, например, 2n дизъюнктов потребуется, чтобы записать следующую формулу:

[image: image113.png]



k-конъюнктивной нормальной формой называют конъюнктивную нормальную форму, в которой каждая конънкция содержит ровно k литералов.

Например, следующая формула записана в 2-КНФ:

[image: image114.png]



Дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ) в булевой логике — нормальная форма, в которой булева формула имеет вид дизъюнкции нескольких конъюнкций.

Например, следующие формулы записаны в ДНФ:
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Любая булева формула может быть приведена к ДНФ. Впрочем, при этом размер булевой формулы может возрасти экспоненциально. Так, например, 2n конъюнктов потребуется, чтобы записать следующую формулу:

[image: image118.png]




	23. Формула включений-исключений.

Формула включений-исключений (или принцип включений-исключений) — комбинаторная формула, позволяющая определить мощность объединения конечного числа конечных множеств, которые в общем случае могут пересекаться друг с другом.

Например, в случае двух множеств [image: image119.png]


 формула включений-исключений имеет вид:

[image: image120.png]AU Bl = |A|+ |B| - |ANB|




В сумме [image: image121.png]


 элементы пересечения [image: image122.png]


 учтены дважды, и чтобы компенсировать это мы вычитаем [image: image123.png]


 из правой части формулы. Справедливость этого рассуждения видна из диаграммы Эйлера-Венна для двух множеств, приведенной на рисунке справа.

Таким же образом и в случае [image: image124.png]n>2



 множеств процесс нахождения количества элементов объединения [image: image125.png]


 состоит во включении всего, затем исключении лишнего, затем включении ошибочно исключенного и так далее, то есть в попеременном включении и исключении. Отсюда и происходит название формулы.

Формулу включений-исключений можно доказать по индукции.

При [image: image126.png]


 формула включений-исключений тривиальна:

[image: image127.png]=N-—-

N(a)




Пусть формула верна для [image: image128.bmp], докажем ее для [image: image129.png]


.

Пусть каждый элемент множества [image: image130.bmp] может обладать или не обладать любым из свойств [image: image131.png]U U4



. Применим формулу включений-исключений для свойств [image: image132.png]


: 

[image: image133.png]i<m i<i<m
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Теперь применим формулу  для свойств [image: image134.png]


 к множеству [image: image135.png]N(ami1)



 объектов, для которых выполнено свойство [image: image136.bmp]:

[image: image137.png]N(@ ... Gnam1) = N(ams1) =) N(titmir)+ ) N(@iajamer)+. .. +(=1)"N(a1 . .. amam1)
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Наконец, применим формулу для одного свойства [image: image138.png]m + 1



 к совокупности [image: image139.png]N(a; .




, объектов, которые не обладают свойствами :

[image: image140.png]



Комбинируя выписанные три формулы, получим формулу включений-исключений для  [image: image141.png]m + 1



 свойств [image: image142.png]U1



. Что и требовалось доказать.

24. Высказывания. Основные логические связки. Таблицы истинности. Формулы и функции.

Высказывание (пропозиция) — это предложение, относительно которого имеет смысл говорить истинно оно или ложно.

Высказыванием называется утвердительное повествовательное предложение, которое формализует некоторое выражение мысли. Высказывание обычно имеет только одно логическое значение. Так, например, «Париж - столица Франции» — высказывание, а «На улице идет дождь» — не высказывание. Аналогично, «5>3» — высказывание, а «2+3» — не высказывание. Как правило, высказывания обозначают маленькими латинскими буквами.

Обычная логика двухзначна, т.е. приписывает высказываниям только два возможных значения: истинно оно или ложно.

Пусть p — высказывание. Если оно истинно, то пишут | p | = 1, если ложно, то | p | = 0.

Тождественно истинное высказывание обозначают символом 1, тождественно ложное — символом 0.

В логике логическими операциями называют действия, вследствие которых порождаются новые понятия, возможно с использованием уже существующих. В более узком, формализованном смысле, понятие логической операции используется в математической логике и программировании.

Логические операции с понятиями — такие мыслительные действия, результатом которых является изменение содержания или объёма понятий, а также образование новых понятий.

К операциям, которые связаны преимущественно с изменением содержания понятий, относятся:

· отрицание;

· ограничение ;

· обобщение ;

· деление.

К операциям, которые связаны преимущественно с объёмами понятий, относятся:

· сложение;

· умножение;

· вычитание.

Данные операции могут быть записаны математически с помощью теории множеств.

Переход же к математической логике связан с понятием суждений и установлением операций над ними с целью получения сложных суждений.

Таблица истинности — это таблица, задающая логическую функцию.

Под "логической функцией" в данном случае понимается функция, у которой значения переменных (параметров функции) и значение самой функции выражают логическую истинность. Например, в двузначной логике они могут принимать значения "истина" либо "ложь" ([image: image143.bmp]  либо [image: image144.png]


,  1 либо 0 ).

Табличное задание функций встречается не только в логике, но для логических функций таблицы оказались особенно удобными, и с начала XX века за ними закрепилось это специальное название. Особенно часто таблицы истинности применяются в булевой алгебре и в аналогичных системах многозначной логики.

Конъюнкция
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Дизъюнкция


[image: image146.png]ablavb





Сложение по модулю 2 
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Импликация
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Эквиваленция 

[image: image149.png]albla b





25. Общезначимость. Теоремы о получении общезначимых формул.

Формула F называется общезначимой, если для любой интерпретации α ее переменных F(α) = и; в этом случае пишут |=F и читают: “F общезначима”. Конструктивный тест общезначимости содержится в самом определении этого понятия: для установления того, является ли некоторая формула общезначимой, достаточно построить ее истинностную таблицу и убедиться, что всегда получается лишь значение.

Доказательство от противного: предполагаем, что доказываемое утверждение неверно, и путем правильных логических умозаключений получаем противоречие условиям утверждения.

Доказательство. На примере формулы 8 продемонстрируем метод доказательства общезначимости от противного. Предположим, что формула 8 на самом деле не общезначима. Тогда, по определению общезначимости, существует такая интерпретация α переменных A, B, C, при которой данная формула ложна. Формула 8 является импликацией от AB к (BC)(ABC) и, по определению импликации, может быть ложной в одном случае – при истинной посылке AB и ложном заключении (BC)(ABC). Последнее, в свою очередь, является импликацией от BC к ABC и может быть ложным лишь при одном условии – при истинном BC и ложном ABC. Последнее же возможно только при истинном AB и ложном C. Таким образом, имеем: A(α)B(α) = и, B(α)C(α) =и, A(α)B(α) = и, C(α) = л. Из 2-го и 4-го из последних равенств, по определению импликации, следует B(α) = л, в силу чего из 3-го равенства, по определению дизъюнкции, следует A(α) = и и потому (по определению импликации) A(α)B(α) = л, что противоречит 1-му равенству. Это противоречие означает, что принятое предположение неверно, и формула 8 общезначима. Общезначимость других формул в теореме доказывается аналогично.

26. Получение отрицания формулы.

Из высказывательных переменных при помощи логических операций можно строить формулы. Формула в исчислении высказываний определяется индуктивно следующим образом:

Всякое индуктивное определение любого понятия имеет следующую форму.

База индуктивного определения: перечисляются некоторые предметы, подпадающие под это понятие. 

Шаг индуктивного определения: формулируются правила, по которым из предметов, входящих в понятие, образуются новые предметы, подпадающие под него. Других предметов в определяемом понятии нет. Этим утверждается, что в определяемое понятие входят те и только те предметы, которые включаются в него в пп. 1 и 2 данного определения. 

все высказывательные переменные суть формулы; они называются элементарными формулами;

если A и B – формулы, то (¬A), (AB), (AB), (AB) и (A~B) – также формулы;

других формул в исчислении высказываний нет.

Скобки в формулах, как обычно, указывают порядок действий. Для упрощения записи формул некоторые пары скобок можно опускать, условившись считать, что чем левее в перечне ¬, , , , ~ стоит данная операция, тем “сильнее” она связывает, т.е. в отсутствие скобок в первую очередь выполняется отрицание, затем конъюнкция и т.д. Разрешается также опускать внешние скобки. Для обозначения формул будут применяться большие буквы начала латинского алфавита, возможно, с индексами: A, B, Ci, и т.п. Запись F(X1, ..., Xn) означает, что F есть формула в переменных X1, ..., Xn, т.е. что всякая высказывательная переменная, входящая в F, принадлежит списку переменных X1, ..., Xn. Интерпретация последних записывается впредь в виде вектора α1…αn, где αi для любого i = 1, …, n есть истинностное значение переменной Xi в данной интерпретации.

Здесь и всюду далее под вектором понимается любой набор v1…vm конечного числа не обязательно различных символов v1, …,vm, называемых его компонентами: соответственно - первой, второй и т.д.; их количество m называется длиной, или размерностью вектора.

Части формулы, которые сами являются формулами, называются подформулами данной формулы. Точное определение этого понятия (индукцией по построению формулы) следующее:

подформулой элементарной формулы является сама формула;

подформулами формулы ¬A являются сама формула и все подформулы формулы A; подформулами формул AB, AB, AB, A~B являются сами эти формулы соответственно и все подформулы формул A, B; других подформул формул нет.

Любая формула исчисления высказываний сама по себе ничего не выражает, но она становится высказыванием всякий раз, когда под каждой переменной в ней подразумевается некоторое конкретное высказывание, т.е. когда для каждой такой переменной задано конкретное истинностное значение (интерпретация). Истинностное значение этого высказывания однозначно определяется формулой и интерпретацией ее переменных. Для заданных формулы F и интерпретации α переменных в F оно обозначается F(α) и называется значением формулы F в интерпретации α. Индуктивно (индукцией по построению F) F(α) определяется следующим образом:

1) если F есть высказывательная переменная, то F(α) есть значение этой переменной в интерпретации α;

если F = ¬A, то F(α) = ¬A(α); если F = AB, то F(α) = A(α)B(α); если F = AB, то F(α) = A(α)B(α); если F = AB, то F(α) = A(α)B(α); если F = A~B, то F(α) = A(α)~B(α).

27. Логическое следствие. Логический вывод. Противоречивость системы высказываний.

Следствие в логикe — вывод, заключение, суждение, выведенное из других суждений. Вывод — проводник в составе электрического устройства, предназначенный для электрического соединения с другими устройствами. В отличие от разъёма, вывод не предназначен для частого соединения/разъединения: как правило, выводы присоединяются неразъёмным соединением (чаще всего пайкой). Примечание: Часто корпуса электронных компонентов, выводы которых не имеют явной выступающей за габарит корпуса части, называют безвыводными (например, корпуса с контактными площадками).
Высказывание (пропозиция) — это предложение, относительно которого имеет смысл говорить истинно оно или ложно. Высказыванием называется утвердительное повествовательное предложение, которое формализует некоторое выражение мысли. Высказывание обычно имеет только одно логическое значение. Так, например, «Париж - столица Франции» — высказывание, а «На улице идет дождь» — не высказывание. Аналогично, «5>3» — высказывание, а «2+3» — не высказывание. Как правило, высказывания обозначают маленькими латинскими буквами.Обычная логика двухзначна, т.е. приписывает высказываниям только два возможных значения: истинно оно или ложно. Пусть p — высказывание. Если оно истинно, то пишут | p | = 1, если ложно, то | p | = 0.  Тождественно истинное высказывание обозначают символом 1, тождественно ложное — символом 0. Логика высказываний (или пропозициональная логика) — это формальная теория, основным объектом которой служит понятие логического высказывания. С точки зрения выразительности, её можно охарактеризовать как классическую логику нулевого порядка. Логика высказываний является простейшей логикой, максимально близкой к человеческой логике неформальных рассуждений.

Поскольку в построенных по определению формулах оказывается слишком много скобок, иногда и не обязательных для однозначного понимания формулы, математики приняли соглашения о скобках, по которым некоторые из скобок можно опускать.

28. Понятие предикатов. Кванторы всеобщности и существования. Общезначимые формулы.(см 25)Логическое следствие. Логический вывод. Получение отрицания формулы.(см26)

Предикат (n-местный, или n-арный) — это функция с множеством значений {0,1} (или «ложь» и «истина»), определённая на множестве. Таким образом, каждый набор элементов множества M он характеризует либо как «истинный», либо как «ложный».

Предикат можно связать с математическим отношением: если n-ка принадлежит отношению, то предикат будет возвращать на ней 1.

Предикат — один из элементов логики первого и высших порядков. Начиная с логики второго порядка, в формулах можно ставить кванторы по предикатам.

Квантор — общее название для логических операций, ограничивающих область истинности какого-либо предиката. Чаще всего упоминают квантор всеобщности (обозначение: , читается: «для всех…», «для любого…» или «любой…») и квантор существования (обозначение: , читается: «существует…» или «найдётся…»). В математической логике приписывание квантора к формуле называется связыванием или навешиванием квантора. Существует также квантор плюральности (квантор Решера) W (перевёрнутая M). Wx означает "для большинства x".

Квантор — В логике предикатов, большое значение имеют 2-е операции называемые: Квантор «Существования»

Квантор «Общности» Следствие в логикe — вывод, заключение, суждение, выведенное из других суждений.

Вывод — проводник в составе электрического устройства, предназначенный для электрического соединения с другими устройствами. В отличие от разъёма, вывод не предназначен для частого соединения/разъединения: как правило, выводы присоединяются неразъёмным соединением (чаще всего пайкой).

Примечание: Часто корпуса электронных компонентов, выводы которых не имеют явной выступающей за габарит корпуса части, называют безвыводными (например, корпуса с контактными площадками).


